Matematica

TRIGONOMETRIA

Le disequazioni
goniometriche

DOCENTE: Vincenzo Pappalardo
MATERIA: Matematica



DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

()

:é Una disequazione di dice goniometrica se contiene

‘*é almeno una funzione goniometrica dell'incognita.
2cosx-1<0 € una disequazione goniometrica perché
contfiene la funzione cos X.

O . . . :

& 2xcos(1/4)-1>0 non € una disequazione goniometrica

% perché non contiene funzioni goniometriche
dell'incognita x. L’ espressione cos(mt/4) € una
quantita costante.

¢ Le disequazione goniometriche elementari sono

S L .

Iz disequazioni del tipo:

Q

©

senx>a cosx<b tgx<c cotg>d con (a,b,c,d)ENR



] Risolvere la disequazione:

1.

| > 1° Metodo
Senx < —
A
yl
Disegnare il grafico della
funzione seno nell’'infervallo |
(0;21) e tracciaresudiesso 1} VT3
Vd N, | >
la reftta y=1/2. T =0T e O
=1
A i
y
2. La retta interseca la
, funzione in due punti, le cui
L Bt Yoo ascisse (m/6 e 51 /6) sono
1\ . . ) . .
Ol N P — le soluzioni dell’equazione:
-1 7 5
T 1
6 6 senx = —
2



> 2° Metodo

. Tracciare la retta Y=1/2 sulla
circonferenza goniometrica
e indicare con P e Qi punti

aventi ordinata 1/2.

Q/ X}
2. Evidenziare gli angoli t/6 e
5 /6 individuati da P e Q,
che rappresentano le

soluzioni dell’'equazione
associata senx=1/2.




i 3. Poiché deve essere senx<1/2,
: g coloriamo (rosso) gli archi |
=7 z cui punti hanno ordinata
"""" o y<1/2 (la parte di
i = | v circonferenza “sotfto” Y=1/2).
\\\\ //I
—t— _ 4. La soluzione
nell'intervallo
soluzione (0;271) e formata
T 5 da tutti gli angoli a
O+2km=x<—+2kn U —m+2kn<x<2m+2kn : :
6 6 CuUl corrisponde
oppure sulla circonferenza
l2kﬂ;£+2knlu éJt+2k.7t;2yt+2kzt gomomeﬂlcq un
6 6 punto con ordinata

minore di 4.



> 1° Metodo

I Metodo : v}
Costruiamo 1 grafici delle funzioni y = cosx e y = i
(fig. 4.3).
Il periodo della funzione y = cosx € 27 e %5 1
quindi basta risolvere la disequazione lge e oon g SR B =-§
posta in un intervallo di lunghezza 27. F'

igura 4.3

Nellintervallo [0, 27] la soluzione della disequazione
proposta consiste di «due pezziv; pertanto ¢ piti conveniente (anche se non strettamente Neces-

sario) risolvere la disequazione nell'intervallo [—, 7.

2 2 : >
In tale intervallo si ha: — —;— = s —3—71 e quindi la soluzione completa €:

2% 2T
——3—+2k7r§x§—3—+2k7r, (kEZ)




> 2° Metodo




] Risolvere la disequazione:

tgx > 1

Disegniamo il grafico della
funzione y=tgx e la retta
y=1 nell'intervallo (0;x), e
determiniaomo | punti che
hanno ordinata >1.

A

y

y =1

4
L 4

> 1° Metodo

4

| y =1g X

| due grafici si intersecano
nel punto di ascissa /4,
soluzione dell’equazione
tgx=1 nell'intervallo (0; ).




Poiché deve essere
tgx>1, coloriamo
(rosso) la parte di
tangentoide che sta

formata da quelle x

y =1
o “sopra” la retta y=1.
—4/ 4 »>La soluzione e
O _TI_J_
4 / corrispondenti alla
arte colorata:
\/ — 1”gj X =
soluzione

T
4

JU

—+kon<x<—+km

2

oppure

>|—+ ki, —+km

JU JU

4 2




> 2° Metodo

Disegniamo la circonferenza
goniometrica e la retta
tangente nel punto E(1;0).
Su tale retta scegliamo |l
punto T(1;1) e tracciamo OT
iN modo da individuare dli
angoli con tangente =1,
cioe x=m /4 e x=571 /4.

W ik
\r\)’u <

IN(S,




Nja =<

T(1; 1) Poiché deve essere tgx>1,

gli angoli che soddistano

blm

tale condizione sono quelli
> : : :
O E X corrispondenti all’arco
disegnato in rosso. Quindi
03 la soluzione €:
—2—7[
soluzione
T T

4

—+km<x<—+km

2

oppure

>|—+ ki, —+ kit

4 2

TR




01ZI2J8Sd

Risolvere |la seguente J3
disequazione goniometriche: 9)

4

Dall’esame del | S

______________________________

grafico si deduce |2 LR o
che la disequazione —— o 3
. n / 11 n
6

e verificata quando:

JT

6

—+2km<3x<—m+2km

soluzione

11 ossia9£+%kﬂ<x<g.ﬂ:+%kﬂ

6 18 3 18 3




Q)
o Risolvere la seguente )\ 2
o : . . sen|3x+—|<—
5 disequazione goniometriche: 4 9)
)/A
Dall’esame del 5
. . 2
grafico si deduce 5| : -
che la disequazione . . <
. . pe I .
e verificata quando: 7 3
soluzione

ossia s

JU T

3

2km<3x+—<—+2km v Zn+2kn<3x+%52ﬂ+2kn

T 2 2 T 2 7 2

——+—knsx<§kﬂ V —+—knt<x=s—a+—krx

12 3

T 2
_+_
6 3

6 3 12 3
forma compatta

kn<x<§(k+1)n ke”Z




DISEQUAZIONI RICONDUCIBILI A
DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI

Risolvere la seguente disequazione goniometriche di 2°
grado:

2
\N2sen x—-senx =0

Ponendo senx=y, I'equazione associata diventa:

soluzione / 2
2

V2y?—y=0 = y(J2y-1)=0 —eFesl— y -0y, -

Essendo A>0, la disequazione e soddisfatta per valori
esterni:

ossia \/5

> senx <0 v semcz7

y=0vy =0



Rappresentiaomo graficamente gli intervalli di soluzione
della disequazione secondo | due metodi che abbiamo
utilizzato negli esercizi guida precedenti:

y A YA
3% | ST L
4 51/ ________ _\\@4
vz 1. | / \ :
L _,‘r?“(\ 0 TZT )’(
ol | " : /
& % @
.
soluzione
dl : T 3
ZSXSZE VI<X=<2m oppure lz,zﬂ,’] U [ﬂ:,zﬂ]




Risolvere |la seguente disequazione goniometriche di 2°
grado:

4cos’x—4cosx-3<0

Ponendo cosx=y, |'equazione associata diventa:

) eq 2 o 1 3
4y -4y-3=0 =5 N3

Essendo A>0, la disequazione & soddisfatta per valori
inferni:

ossia

IA
<
IA

N | W

> ——=C0SX =—

N | —



Rappresentiaomo graficamente gli intervalli di soluzione
della disequazione secondo | due metodi che abbiamo

utilizzato negli esercizi guida precedenti:

2 4
3 3

3

S [2kn;%n+2kn] U

Qkni<x<s—m+2kn v —a+2kn<x<2m+2km

in +2km2m + 2k

y} : ‘ Y]
3. y =i 3
7 e e MR SRR T \
™, 2.5 4.3 /
00\2_2 CEe s " 2.4 27 : . }0
} ——> ; '
1 L SRR UG A X 7 / e
1T R T YT =5 4N
V. = COS X ) - T/ \/
soluzione




DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE LINEARI

Risolvere la seguente disequazione lineare:
J3senx +cosx —+/3 >0

Si risolvono in modo analogo alle equazioni lineari.

 Metodo algebrico

Si verifica facilmente che i valori x = 7 4 2k, (k € Z), non sono soluzioni dell’equazione data.

Questa ¢ dunque equivalente a:

24/3t  1-¢F
1:@ 5 H_tz—\/§>O:2\/3t+1—t2—\/§—\/§f2>0 =

= (V3+1)#—2/3t+/3-1<0 =

BE-(BINVEY et
e V3+1 VAR pamr

=t

™ /s ;
Quindi, poiché tg T 2—+/3ets e 1. si-ha

g 71 TT
2—\/§<tg—;—<1:>—%+kw<%<%+k7r:>—6l—+2le7r<x<—2—+2le7r, (k € Z).



J Metodo angolo ausiliario

x/gsenx+cosx— 3>0




Risolvere la seguente disequazione lineare:

senx+cosx—-1=0

J Metodo grafico




Risolvere la seguente disequazione lineare:

\/gsenx —cosx=<0

dividere entrambi

- - Senx CoOSX
J3senx —cosx < () —Lmembri per cosx_, /3 — <0 = \/gtgx—lsO
COSX COSX

NOTA BENE: Larisoluzione della disequazione sopra non corrisponde alla risoluzione della
disequazione data ; tutto questo poiché il coseno, termine che esprime 1l divisore ,
puo assumere valori sia positivi che negativi . Ecco quindi che sara necessario
mettere a grafico finale 1 risultati parziali che esprimono 1 corrispondenti segni.

Allora avremo:

I 3
J33

Risolviamo separatamente le due disequazioni.

cosx >0 1gx <




3
— T <X < 23287

[ A
cosx >0 = O+2k7t<x<5+2k7r ,

i
O+k7tsxs£+k7'c ; §+k7z:sxs€7t+k7t

3
—95' . kTt < x< 2t + 2k

2




Oppure:

T
O+k77:sxs€+k7r

2

’;

T i
3+k7l'sxs€n’+k7t

—mw+hkw=sx<2mw+2kr

2




Riuniaomo in un unico grafico le soluzioni trovate e
cerchiamo la soluzione della disequazione di partenza:

3
18x < @ ----- - @ -=-=-=-- = &
8 3 ?
cosx>0 O 2y TS R——— O S
T - - +
| >
T T 5 7 3
0 +— +— F— 7 e I +—7T £ 208
6 2 6

La disequazione di partenza:  |/3senx —cosx <0

e soddisfatta per:

d
£+2k7rsxs—7r+2k7r : x¢£
6 6 2




Risolvere la seguente disequazione lineare

0lZI2J8S8

cosx+senx>0 per —-wT<x<mnm

dividere entrambi

- - senx COSX
SENnX + CoS x > () ——Lluembri per cosx + >0 = tgx+1>0

COSX COSX

NOTA BENE: Larisoluzione della disequazione sopra non corrisponde alla risoluzione della
disequazione data ; tutto questo poiché il coseno, termine che esprime 1l divisore ,
puo assumere valori sia positivi che negativi . Ecco quindi che sara necessario
mettere a grafico finale 1 risultati parziali che esprimono 1 corrispondenti segni.

Allora avremo:

cosx >0 tgx > -1

Risolviamo separatamente le due disequazioni.




7T 7T
CoOSx>0 = ——<x<—

2 2

T T T 3
1gx>—-1= -IT<X<-—V—-——<X<—V—Ja<X<TT
2 4 2 4

M E]
I
l'vi:!




Riuniaomo in un unico grafico le soluzioni trovate e
cerchiamo la soluzione della disequazione di partenza:

QW] = |
4| U
=
=

SEN(COSX) fp-======

g -

sgn(tgx+1) 1 & = =

cosx+senx >0

La disequazione di partenza:

cosx+senx>0 per —-m<x<mn

e verificata per:
3
—-—<Xx<-7

4 4




DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE DI 2° GRADO OMOGENEE

Una disequazione goniometrica si dice omogenea di
2° grado in senx e cosx quando assume la forma:

auoiziuysp

2 2
asen”x +bsenxcosx+ccos”  x+d > (<)0

Si procede come per le equazioni omogenee, dopo aver
Imposto la condizione:

: JU
2l s x4k

2

cos’ x=0




Risolvere la seguente disequazione goniometrica
omogena di 2° grado:

01Z1019S3

2
\/gsen x—3senxcosx <0

Per x = - +hkrsiha:v/3:-1=0>0e quindi per tali valori la disequazione non € verificata.
2

Dividendo i due membri per cos’x, la disequazione diventa:

V3 tetx = 3ge < 0 = 0<tgr < V3.

Quindi la disequazione ¢ soddisfatta per:

k7r<x<-g—+le7r, (ke Z).

: . TS b i - per risolvere la di-
Oppure, la disequazione data si puo scrivere /3 senx (senx V3 cosx) < 0; p

: : ety b s : e \ rminare gli intervalli
sequazione si studiano 1 segni dei fattori senx e (senx \/3 cosx), per dete &

in cui tali fattor1 nisultano discordi.



Risolvere la seguente disequazione goniometrica
omogenea di 2° grado:

01Z1019S3

2 2
2sen x — \/gsenx cosx+cos x=1

7T . . N .
Per x = - + kr la disequazione ¢ soddisfatta.
2 : 2y ¢ ha:
Dividendo i due membri per cos*x e ricordando che o 1 + tg”x, s1 ha

e \@tgx L e L) S tg®x — \/gtg.\' >0= tgx<0; tgx > V3.

Quindi: :
tex <0 = ——é—+/e7r<.\‘§ kr;

—

Tr ‘ iI" : p
thZﬁ:>7+kW§.\'<Tfkf. U\’EZ)

—
~

i
cui va aggiunta la soluzione x = - + k.



Sistemi Disequazioni
Goniometriche



SISTEMI DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE

Risolvere un sistema di disequazioni goniometriche
significa determinare tutti quei valori dell’argomento x per
| quali sono verificate contemporaneamente tutte le
disequazioni che formano Il sistema. Ossia scegliere gli
intervalll del grafico dove si sovrappongono le linee
continue delle soluzioni delle singole disequazioni.

Si procede come per i sistemi di disequazioni algebriche.

)
434 —1TT _‘gc _J(E 0 ‘I(E Z;E gt %)II TT
% QCII.\'>L,)3 : ) ) 1 1 :
—(3) C()S.\‘<N73
O tgx>(
. T T 7T
soluzione = —n<x<—5v g<x<g




Risolvere il seguente sistema di disequazioni
goniometriche:

-

Senx > —

J per O0<x<2m

0lZ10J8S9

CIox < —
A

1. Sirisolvono singolarmente le disequazioni che formano
Il sistema.

—

. | . ST m J
La prima disequazione ¢ verificata per: — < x < —.
6 6
. & m 4
La seconda disequazione ¢ verificata per: — < x < 7 e gﬂ < < AT



2. Siriportano le soluzioni nel seguente schema:

0

x|~
w|a
l
—
=
W] &~
—
o
=

SCINLX >

| —

ctgx <

w]ﬁ[

3. | valori dellargomento x per i quali sono verificate
contfemporaneamente fufte le disequazioni che
formano il sistema sono quelli relativi agli intervalli in cui
si sovrappongono le linee continue delle soluzioni:

soluzione

T 5
—<X<—gq —H= >}—;—J‘L’

3 6




J3
Risolvere il seguente Senx<—-

sistema di disequazioni NG
goniometriche: COSX<—=  per —T<Xx<m

0lzI2J8S8

N\

tgx >0

1. Sinsolvono singolarmente le disequazioni che formano

il sistema.

- 2 . \ .~ 7[- 2 ot

14 prima dlsequazmne e veriticata PRl <X < —%— & —3— TS <A
s ° \ . 7T Tl— oo
La seconda disequazione € verificata per: —7 < x < — TE <X T

) 3,
: ; n A n
La terza disequazione e verificata per: —m < x < — 3 e Rl

—



2. Siriportano le soluzioni nel seguente schema:

T 2
—1T _E _E () 7;[ E B) = 7T

fo 2 6 6 ), ys )
sen x 3
‘ s 5
PETRL!
COSX< 5

tgx>(

3. | valori del’largomento x per i quali sono verificate
contemporaneamente fufte le disequazioni che
formano il sistema sono quelli relativi agli intervalli in cui
si sovrappongono le linee continue delle soluzioni:

soluzione
T T T
—T<X<——V —< X< —
2 6 3




Risolvere il seguente sistema di disequazioni
goniometriche:

3tg°x — 4\/§tgx <-3
tg’x>1

0lZ1048S9

per O=sx=<nm

I. Risolvere le singole disequazioni che formano il sistema.

1 Disequazione: 3 tg*x — 4/3tgx+3 < 0.

Risolvendo rispetto a tgx, si ha:

3 ™ ™
—\g—:<tgx<\/5:>—€)—<x<—5-.

T 3
2° Disequazione: tg°x > 1 = tgx > letgx < —1 = < x<—2—, —2—< x<'Z7T'



2. Riportare le soluzioni nel seguente schema:

U T

NS

e m
6. G g 2

I dis. )

I1 dis. ol

3. La soluzione del sistema (valori delle x che soddisfano
contemporaneamente tutte le disequazioni del
sistema) € data dagli intervalli in cui si sovrappongono

le linee continue delle soluzioni:

soluzione

T T T T
_<x<_ oppure S _;_
4 3

4 3




Disequazioni
Goniometriche Fratte



DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE FRATTE

Risolvere una disequazione goniometrica fratta significa
determinare futti quel valori dell’argomento x per | quali
I'intera frazione soddisfi il segno di disuguaglianza. Ossia
scegliere gli intervalli del grafico dove e verificato il segno
della frazione.

Si procede come per le disequazioni algebriche
fratte.



Risolvere la seguente disequazioni goniometrica fratta:

@D
)
v 1
2} COSX ——
N, 250
O senx
s | T T
S COS X — -—+2km < x < +—+2knm
> == 9 == 3 3
sen x
sen x 0 2k < x < @m+2krw
e graficamente nell'intervallo [—71' + 71'] :
Ommm e e m == -0 O
>
T T
—7E e 0 +— +7T
3 3

soluzione |~7Tt2km <

T T
< —7+2k7r . 2km < x < +—+2kr

S

3




01Z1019Sd

CE. = 1-cosx

Risolvere la seguente disequazioni goniometrica fratta:

senx

<0

1—\/1—cosx -

= 0 = cosx =1 = VxeR

sen 2y i sen2x = 0
< e
1-+/1-cosx l1-41-cosx > O
T
km = x = +—+knmt km =
e 2 e
—-cosx < 0 cosx >
T
km = x = +—+knm
_ .
—§+2k7'[ =00 e +§+2k7t

X

2k = 2x = +7m+2krw

=
Jl=-cosx < 1
T
= +—+kt
2
0



e graficamente nell'intervallo [—71' % 77:] :

__________ C O_________
P -———m e m e ——————— - ——————— @
+ . T + .
-T & 0 +E +7T
2 2
soluzione
T T
-T+2km = x < —-——+2km 2T = X = +e+2A7r

2

2




Risolvere la seguente disequazioni goniometrica fratta:

Senx — CoS X
<0

0lZIDJ29Sd

Senx +CoS X

1. Imporre numeratore e denominatore maggiori di zero e
risolvere le relative disequazioni intere:

N>0=| senx— cosx > 0, per: 2k < x <

TN

3
senx + cosx > 0, per: 2km < x < —7 + 2k7
4
D>0=

7
—4—-7r+2/e7r<x§27r~:—2k7r.



2. Riportare le soluzioni nel seguente schema:

o
4 e ~ &l
sgnN..‘.‘_.?1 €3 : o2 4 __________ ie |
e me o om
— + o 7%
sgn - : 4
L g T

3. La soluzione della disequazione fratta € data da quelle
X che rendono la frazione negativa. Ossia va cercata

negli intervalli in cui il segno € negativo:

soluzione

2knsx<£+2kn Vv é7r+2k:r<x<%:r+2k.7t Y %77:+2k7‘[<x52(k+1).77}




Risolvere la seguente disequazioni goniometrica fratta:

cos2x+cosx—1
> 72

0lZIDJ29Sd

COS2Xx

Ricordando la formula di duplicazione cos2x=2cos?x-1,
facendo II| mcm e portando tuftto al 1° membro, la
disequazione si puo scrivere come:

cos2x+cosx—1-2cos2x 2cos’ x—1+cosx—1-2(2cos’ x=1)
>0 = >

0

COS2x 2cos” x—1

Cosx —2cos’ x
= >0

2cos* x -1




1. Imporre numeratore e denominatore maggiori di zero e
risolvere le relative disequazioni intere:

N>0=

D>0=




2. Riportare le soluzioni nel seguente schema:

3. La soluzione e data da
quelle x che rendono Ia
frazione positiva. Ossia va
cercata negli intervalli in
cui il segno € positivo:

2uo0IzNn|os




